Решения ХХ олимпиады ЮМШ
Заочный тур, 7 класс
1. Условию задачи удовлетворяют три варианта: 
2, 6 и 48

2, 18 и 36
8, 16 и 32
Достаточно было привести один из них, обоснования не требовалось.


Критерии оценивания: 

Верный ответ: 3 балла
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2. Начнем решение со следующего наблюдения: 420 минут = 7 часов.
Так как разница во времени с зеркальным отражением у Зины составляет целое количество часов, минутные стрелки должны находиться либо в положении «0 минут», либо «30 минут». Теперь посмотрим на часовые стрелки. Так как они зеркальны относительно вертикальной оси, расстояние от меньшего числа часов до шестерки равно расстоянию от большего числа часов до шестерки(голубой и зеленый отрезки на рисунке): 

Значит, разница с зеркальным временем составляет удвоенное расстояние до шестерки, т.е. четное количество часов. Так как 7- нечетное число, Зина ошиблась.

Критерии оценивания: 

Верное решение: 3 балла
Решение, в котором декларируется, но не объясняется, что Разность между временем и зеркальным всегда четна: 2 балла
Доказательство того, что разность показаний часовых стрелок четна, без упоминаний минутных стрелок: 2 балла
Только обоснование местоположения минутной стрелки при целой разнице во времени: 1 балл
3. Обозначим количество белых клеток за 
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. Тогда, по условию, фиолетовых клеток 
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, а красных - 
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. Обратим внимание на природу красных и фиолетовых клеток – они родились из красных доминошек. Каждая клетка красной доминошки стала в итоге красной или фиолетовой + доминошки одного цвета не пересекаются, следовательно красным доминошками было накрыто столько же клеток, сколько стало (красных+фиолетовых) клеток, т.е. 
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. С другой стороны, так как доминошка состоит из двух клеток, это число должно быть четным. Значит,
[image: image5.wmf]x

 - четно.

Всего на доске 64 клетки. Тогда получается, что в итоге 64=x+3x+12x+(кол-во синих клеток), и 
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 - четно. Это дает нам возможные варианты 
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, т.к. при 
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получается, что 
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. Если 
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, то все клетки доски – синие, что противоречит тому, что изначально несколько доминошек были покрашены в красны цвет. Остальные два варианта возможны, в одном из них синих клеток получается 32, во втором - 0:

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	



Критерии оценивания: 
Верное решение: 5 баллов
Отсутствие примеров: -1 балл от максимума
Потеря случая с 0 синих: -1 балл от максимума
Рассмотрение случая с 64 синими: без штрафа
Задача решена с неверным пониманием того, что такое пересечение доминошек: не более 2 баллов
Только пример на 32, или 0, или на 32 и 0 синих: 1 балл
Обоснование того факта, что белых не больше четырех: 1 балл
4. Возьмем произвольного человека А, и посмотрим на 50 его знакомых, назовем их списком знакомых А. Любой из них имеет ровно 50 друзей, и это не люди из этого списка. Так как всего людей 100, единственный возможный вариант – то, что каждый из списка знакомых А знает всех людей не из списка. Из аналогичных соображений, все люди не из списка знают всех людей из списка. 
Предположим теперь, что нашлись 5 человек, знакомых по кругу, А, B, C, D и E. Тогда B – из списка знакомых А, С – не из списка, D – из списка, и, наконец, Е – не из списка. Противоречие, Е должен быть знаком с А(так как они рядом в пятерке знакомых по кругу). Значит, такой пятерки не может существовать.

Критерии оценивания:

Верное решение: 5 баллов
Решение, постулирующее, но не объясняющее структуру знакомств: не более 2 баллов
Решение, объясняющее структуру занкомств, без дальнейшего продвижения: не более 2 баллов
5. 
I. Заметим, что в расстановке с минимальным 
[image: image13.wmf]n

 должен присутствовать 0(иначе просто вычтем из всех чисел по единице, условия по прежнему будут выполняться, а 
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 - уменьшится).

II. Теперь обратим внимание на то, что все числа в минимальной расстановке делятся на 4(если обозначить 0 за первое число, тогда делится и шестое и т.д. по маршруту 
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III.  Из аналогичных соображений, числа из маршрутов(
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) обладают следующим свойством: у всех чисел из одного маршрута одинаковый остаток при делении на 3. Так как маршрутов 4, а различных остатков – 3, один из остатков встречается минимум в двух маршрутах, а значит, представлен не менее 6 раз.

IV. Из II и III можно заметить, что среди чисел должно присутствовать как минимум число 60(т.к. шестое по размеру число с остатком 1 при делении на 3 это уже 61, а с остатком 2- уже 62). 

Пример для 
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можно увидеть ниже: 
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Критерии оценивания:

Верное решение: 7 баллов
Верный ответ без обоснования минимальности: 2 балла
Различные продвижения обоснования минимальности: до 3 баллов


6. 
Определение. Назовем графством группу городов, от которых можно добраться друг до друга с помощью телепорта. 
Заметим, что если в графстве 
[image: image22.wmf]n

 городов, то можно обойтись в нем  
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 телепортом. Действительно, просто выберем один город и соединим телепортом со всеми остальными городами графства. 
Заметим также, что меньше, чем 
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телепортом не обойтись: возьмем графство вовсе без телепортов и добавим первый телепорт. Размер телепортной сети графства теперь равен двум городам. Будем далее добавлять телепорты, необходимые для подключения ровно одного города к существующей сети. Как несложно заметить, добавляется ровно один телепорт для одного города, т.о., ровно 
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телепорта для 
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 оставшихся городов + первый – необходим 
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телепорт.

Значит, если у нас
[image: image28.wmf]k

 графств, то понадобится 
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телепортов(в каждом графстве «минус 1» телепорт относительно числа городов, всего графств 
[image: image30.wmf]k

). Значит, чем больше графств, тем меньше телепортов.
Докажем, что больше, чем 25 графств быть не может: пусть графств хотя бы 26. Тогда есть графство, в котором не больше чем 
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 городов. Тогда не более, чем одним железнодорожным перегоном с ним соединено не более, чем 22 графства(не более чем 2 с каждым городом), а всего графств – 26, значит, в какое-то из них нельзя будет добраться. Противоречие, значит 26 графств быть не может.


Пример на 25 графств(и, соответсвенно, 275 телепортов) строится следующим образом:

Рассмотрим вот такую конструкцию 2-1-3-2-4-1-5-2-6-1-…-2-24-1-25. В ней 12 единиц, 12 двоек, остальные числа встречаются по одному разу(число, соответствующее городу в цепочке – номер его графства). Графства 1 и 2 связаны с остальными графствами не более, чем одним железнодорожным перегоном(кроме связи 2-25). Обозначим эту конструкцию Х.
Теперь пририсуем слева к Х вот такую конструкцию 3-24-4-25-5-24-…-25-21-24-22-25-23-24-25-Х. В ней 11 «25», 11 «24» остальные числа (кроме 1 и 2) по одному разу, графства 24 и 25 связаны с остальными графствами не более, чем одним железнодорожным перегоном(кроме связи 25-3). Обозначим новую конструкцию Y. Пририсуем к ней справа аналогичную конструкцию, построенную на числах 3 и 4 и т.д.
Всего 12 конструкций, последняя 12-13-14 уже без недостающей связи. Все числа использованы по 12 раз.

Критерии оценивания:

Верное решение: 9 баллов
Пример на 275 телепортов: 4 балла
Оценка на 275 телепортов: 4 балла
7. 
Разберем сначала случай 
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 получается отрицательной. Если же 
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, то правая часть четна.

Предположим (*), что 
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, случай 
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разберем отельно
Заметим, что тогда 
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Если 
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. Преобразуем исходное выражение: 
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, и заметим, что в нем левая часть делится на 
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(как разность двух делящихся, а правая – нет). Противоречие, значит 
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. Разберем этот случай:
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, левая часть исходного выражения равняется
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, этот случай невозможен.
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, выражение принимает вид 
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, откуда получается единственное решение 
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Критерии оценивания:

Верное решение: 7 баллов
Верный ответ: 1 балл
Доказательство того, что n – четно: 1 балл
Доказательство того, что 
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: 1 балл
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