
Ñþæåò ïðî ìíîãî÷ëåíû è ïåðåñòàíîâêè

(àâòîð - äîöåíò ÑÏáÃÓ, ê.ô.-ì.í. Ì. À. Àíòèïîâ)

Ñþæåò ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ íîñèò ñêîðåå îçíàêîìèòåëüíûé õà-
ðàêòåð. Çàäà÷è ñþæåòà ìîæíî ðåøàòü â ëþáîì ïîðÿäêå, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðè ðåøåíèè
ïóíêòà ìîæíî ññûëàòüñÿ íà óòâåðæäåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ (äàæå åñëè Âû èõ íå
äîêàçàëè). Ìû ðåêîìåíäóåì ó÷àñòíèêàì, íå çíàêîìûì ñ àðèôìåòèêîé âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ, òùàòåëüíî èçó÷èòü âñå çàäà÷è ïåðâîé ÷àñòè.
Â äàëüíåéøåì ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà:
åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a � öåëîå ÷èñëî, íå êðàòíîå p, òî ÷èñëî ap−1 äà¼ò îñòàòîê 1

îò äåëåíèÿ íà p.

×àñòü 1, ââîäÿùàÿ â êóðñ äåëà

Ïóñòü F [t] � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Zn =
{0, 1, . . . , n− 1}. Äëÿ êàæäîãî a ∈ Zn ïîëîæèì Fn(a) ðàâíûì îñòàòêó îò äåëåíèÿ F (a) íà
n. Òàêèì îáðàçîì çàäà¼òñÿ ôóíêöèÿ Fn : Zn → Zn.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà a è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n, òî ÷èñëà
F (a) è F (b) òàêæå äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n.

2. Ïóñòü F , G � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, F ◦ G � èõ êîìïîçèöèÿ (ò.å,
ìíîãî÷ëåí, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (F ◦ G)(x) = F (G(x))). Äîêàæèòå, ÷òî (F ◦ G)n(x) =
Fn(Gn(x)) ïðè ëþáîì x èç Zn.

3. Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, F � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî
Fn(2) = Fn(n− 2) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî F ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (x2− 4)G(x)+ ax+ b, ãäå
G(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à a è b � öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå
n. Ïðèâåäèòå äëÿ n = 10 ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, äëÿ êîòîðîãî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü F , G � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ôóíêöèè Fp

è Gp ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí F −G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, îäèí èç êîòîðûõ äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí xp − x, à ó
âòîðîãî âñå êîýôôèöèåíòû êðàòíû p.
Ïîäóìàéòå, êàê îïèñàòü òàêèå ìíîãî÷ëåíû F è G â ñëó÷àå, êîãäà n = p2 äëÿ íåêîòîðîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p.

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : Zp → Zp íàéä¼ò-
ñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí F ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî f ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèåé Fp.

×àñòü 2, èññëåäîâàòåëüñêàÿ

Íàçîâ¼ì ìíîãî÷ëåí F ïåðåñòàíîâî÷íûì ïî ìîäóëþ p, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ
Fp � ïåðåñòàíîâêà (ò.å., âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ÷èñåë 0, 1, 2, p− 1.



1. Óïîðÿäî÷èì ïðîñòûå ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ: ïóñòü pn � n-îå ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîò-
ðèì âñå ìíîãî÷ëåíû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ìåíüøèìè pn, ñòå-
ïåíü êîòîðûõ ìåíüøå pn. Êàêîâà äîëÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ (ïî ìîäóëþ pn) ìíîãî÷ëåíîâ
ñðåäè íèõ? Íàéäèòå ïðåäåë ýòîé äîëè ïðè n→∞.

2. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íå äåëÿùèìñÿ íà p, íåò ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïî ìîäóëþ p. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, ïåðåñòàíî-
âî÷íîãî ïî ìîäóëþ p ïðè êàêîì-íèáóäü p > 3.

3. Ïóñòü p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî. Îïèøèòå âñå ïåðåñòàíîâî÷íûå ïî ìîäóëþ p ìíîãî÷ëåíû
òðåòüåé ñòåïåíè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íå êðàòíûì p.

4. Äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà:

x+ 1, xp−2 + xp−3 + . . .+ x3 + x2 + kx+ 1.

Ðàçðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ðàç ïîäñòàâëÿòü îäèí ìíîãî÷ëåí â äðóãîé, à òàêæå çàìåíÿòü
ìíîãî÷ëåí íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà xp−x. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
ìåíüøå p (ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ êðàòíû p), ìîæíî
ïîëó÷èòü òàêèìè îïåðàöèÿìè ïðè k = 2? À ïðè k = 1?


